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Semaine O : Révision : travail individuel

Exercice 0: A chercher seul, les résultats se trouve a la derniere page, a ne regarder qu’apres avoir
cherché I'exercice. Simplifier autant que possible les expressions suivantes avec a,b € R,z € R :

3 _ 141 3
E1:51”+1'52‘ Eg:% avec a#b Ei7= ;_2 E24:a2j—% %
E2:§_2 EIOZ% v #a,

173 1 Ei1s=437 eS|
Es=va' En=(va)° 1 !

a71+a E __at++a E19:E Cll ?/17
By=%——F" 12=17/a % 5 E26:1+ a

2 .2 2 Eog={(02=0)" +7=
Bs=C33 Epg=1negine (g21) @ k

~a _1_ Vabtb )
Eg=In8—In2 E14:2\/§+(ﬁ71)2 Eglfl—aT Ea7 I

Lta 3z, 2  a2p3a-1

Er={5 Bis=2—t— Ezo=1/14+a+V4a Eog=%—529
a

=28 —eB7_¢2 _a’43 _(@»®
o=z Erg=et—e™ B2s=2a E20= ((yayp
Résoudre les équations suivantes :
B0 552 =5 Baig=} E3g:x?+4x44=0 Eyp:ab422=—2
E31:82=2 Es5:2=—1_ E39:224-2=6

g ; 2 i%ﬁ:l 9 Fy3:€2® 42 +1=0

Ez2:fx+1=% Eze:*—>%=1 Eyo:i =2 ,
Egz:2?=9 Es7:(z—1)(z+4)=0 Ey4q:2*+523=0 E441‘1§z=1

Semaine 1 : Relation d’ordre sur R

Exercice 1: Résoudre dans R les équations suivantes :

a) 32 +4r + 3 =42” — 3z + 4. c) x = +/3z + 10.
b) 2 =7 d) 55 =35

Exercice 2: Montrer les inégalités suivantes, pour tous z,y réels :

22 4 g2 2
a) zy < zy, c) zy < $T—|—y ,
1
b) Si x > 0 alors x + — > 2, d) 42%y* < (1 +2)(1 4+,
x

Exercice 3: Résoudre dans R les inéquations suivantes et représenter graphiquement I’ensemble des
solutions :

a) 222 —3x 4+ 4 < 4% + 22 +9, d)a:—1>3 f) |z +1] < 0.1,
b) 2% — 52 + 32 <0, :1v+2_ ’ g) |z — 2| > 10,
20 +1 h) |z| < |z + 1]
<0 e)—>x, ’

) 3r+2 ’ x

Exercice 4: Soient x,y € Rtelsque 3 <xr <bet -1 <y <2

a) Donner des encadrements de z +y, x — y, zy, =, i, %—y

b) Majorer |z|, |y|, en déduire sans utiliser la question a) des majorations de |z +yl, |z — y|, |zy|, |1].

Exercice 5: On suppose que x € R et a € R* vérifient |z — a| < |a|]. Montrer qu’alors x est non nul et
de méme signe que a.

Exercice 6: Calculer les sommes suivantes, pour un entier n > 1, on commencera par les calculer
dans le cas ou n = 3. :

n n

1 1 u 1 k - ~
— —_— = g l —_ = pr —_— g k pry
Sl £ k‘—i— 1 k SQ kZ; n (1 k}) Sg Z (k—{— 1>‘ 54 ;a 55 ;n

k=1



Exercice 7: Soit 1, xo, ..., x, des réels compris entre 0 et 1, montrez par récurrence que :

=1 =1
1

On commencera par calculer les différentes expressions dans le cas o n =2, 1 = 3, T3 = %

Exercice 8: Montrer que pour tout entier n € N*, Z k3 = (Z k:>

Semaine 2 : Propositions

Exercice 9: Remplir les tables de vérités suivantes, quelles propositions peut-on en déduire ?

A OU B |NON (AOU B) | NON A| NON B | NON A ET NON B

B3] Res | e e
o < | < W

AoB|A=B|B=A|A= BET B= A| (NON A) OU B[ (NON B) = (NON 4)

3] HEs| SIS s
o < < W

Exercice 10: En utilisant des tables de vérité, montrer que
a) (AouB)et C& ((Aet C)ou (Bet()),

b) (non (A et B)) < (non A ou non B),

c) (A& B)s (A= B)et (B=A)),

d) (A= B) < (non A ou B).

e) (A= B) < (non B= non A).

Exercice 11: Réciproque, contraposée et négation de la proposition :
Poiad42-1<0= (z<1louz?>2).

Exercice 12: Montrer que les propositions suivantes sont des tautologies :

(Pet Q)= (P ouQ); Pou (P=Q); P=(Q=P)

Exercice 13: Ecrire la négation de a < b < cet celle de a = b = c.

Exercice 14: Dans chacun des cas suivants , la proposition B est-elle une condition suffisante (CS),
une condition nécessaire (CN) ou une condition nécessaire et suffisante (CNS) de la proposition A7

a)A:“2>:U et B: “o>1" c) A: “z? <0 et B: “x > 101
b) A : “n impair” et B : “n? impair” d) A: “ze[l,3]" et B: “x € [1,4]

Exercice 15: Parmi les expressions suivantes lesquelles sont des propositions :

(E1): Pet=QouP (Ey):3=9 (E5):2et (Q= P) (Ey) : Pet (Qou R)

(E5): PetQouR (Eg): Pet Qet R (E7): Petou@ (ES):2+%:>Q

Exercice 16: Montrer que les propositions (P = Q) = R” et "P = (Q = R)” ne sont pas
logiquement équivalentes, que pensez-vous de P = ) = R”



Semaine 3 : Ensembles

Exercice 17: Ecrire la négation des phrases suivantes :

a) IneN,n?><n+1.

b)Va€ A, Fb € B,a<V? et a < b+ 1.
c)Ve>0,Ja>0VzeR, |z — 1| <a= |22 - 1| <e.
d)Vi>0,Va>0VzeR z>1ou (z — 1| <a= [z — 1| < e).

Exercice 18: Pour chacune des phrases suivantes dire si elle est vraie ou fausse. Justifier.
a)Vr € R,z > 1ouz? < 2.

b)VxeRz>1=2>0.

c) Ve e R*, Iy e Rz < zy.

d)Vz e R,y € R,z < xy.

e)VreR, (Ve e R} 0<z<¢e)e2=0

f)vxeR,vyeR,weR,(;pt+y:o:x=y=o>
g)vxeR,vyeR,(VteR,xHy:o);sx:y:o

Exercice 19: Pour a,b € R on pose P(a,b) la proposition a + b* = 0.

a) La proposition P(1,1) est elle vraie? Et la proposition P(—1,1)7

b) La proposition “Va € R, Vb € R, P(a,b)” est-elle vraie ?

c) La proposition “Va € R,3b € R, P(a,b)” est-elle vraie?

d) La proposition “da € R, Vb € R, P(a, b)” est-elle vraie ?

e) La proposition “Ja € R,3b € R, P(a,b)” est-elle vraie ?

f) La proposition “Vb € R, Ja € R, P(a,b)” est-elle vraie ?

g) La proposition “3b € R,Va € R, P(a,b)” est-elle vraie?

Exercice 20: Montrer a l'aide d’une récurrence que pour tout entier n on a Zk3 =
k=0

n?(n+1)?
4

Comment peut-on écrire la preuve par récurrence a l’aide de quantificateurs.

1
Exercice 21: Déterminer les ensembles A; = U[n,n + 2], Ay = ﬂ [, +ool, A3 = m [0, ],

n—+1
1 1 1
A= |}0=n—+1}7A5—U[W’27}

neN neN

neN neN neN

Exercice 22: Soit A, B, C' trois sous ensembles d’un ensemble E. Montrer que
a) AN(BUC)=(ANB)U(ANCQO).

b) Au(BNnC)=(AUB)N(AUC).

c) (AUBCAUCet ANBCANC)= (BCC).

Exercice 23: Notons AAB l’ensemble (AU B) \ (AN B)

a) Montrer que AAB = BAA. c) Montrer que AAB =& < A= B.
b) Montrer que AAB=ANB < A=B=0. d) Montrer que AAB = AAC < B =C.

Exercice 24: Parmi les notations suivantes lesquelles définissent correctement un sous-ensembles de
R, et exprimer leur définition avec une phrase :

{2:3} (2;4) {z* —16/x > 2} {z? +3 eR/z € R}
{2;3;6} [2;4] Ve e R/z* - 16 >0} (x> 2)

{z e R/z* — 16 <0} {2} {3z e R/2* - 16 >0}  {z €[2;3]/2? > 100}
{2 —16 <0/x > 1} {z > 2} {z € R/z?%} {z € R/z* € [-3;6]}
{r e R/3t € [0;2],2% < t?} [1;5] N [3;7] U [4; 8]

{zr eR/z*—16 <0} U[1;8] {r e R/z* € [-3;6] et Tt € [0,1], 2% +* < 1}



Semaine 4 : Applications

Exercice 25: Sur le repere de gauche est représentée 'application f; : [0; 1] — [0; 1] et sur celui de
droite l'application fs : [0;1] — [0; 1] ont-elles les propriétés suivantes :

P, V€ |0; %], filx) = f;(1) Ps : V€ [0; é},ﬂt € [%, 1] fi(w) = fi(t)

3
Py 3yo € [7;

1 1
0.75 /\ rrrrr [0 Y S S S S—
e e T S N S S S
0.25 / \ (0J52)5 AR o NS S S

1], 3z € [0;1], fi(z) =yo PV e 0], filz) =0=>z=1

0 0
0 0.25 0.5 0.75 1 0 0.25 0.5 0.75 1
y:fl(x) y:f2($)

Exercice 26: Dans chacun des cas suivants représenter I'image directe f;(A) de A par f;.

y = fi(x)

y = fa(z)




Exercice 27: Soient A, B C E, C,D C F, et f une application de E dans F. Montrer que
a) (AC B) = (f(A) C f(B)).

b) f(AUB) = f(A)U f(B).

c) f(ANB) C f(A ) f(B). A l'aide d’un exemple montrer que l'inclusion peut étre stricte.
d) (Cc D)= (f(C)cCf ())-

e) [(CUD)=["HC)U (D).

f) f7(CND)= f (c )ﬂf (D).

Exercice 28: Dans chaque cas représenter I'image réciproque f; '(A) de A par f;.

Y Y
4 + 4 +
y = fi(z) y = fa()
3+ 34
A
2 4 2
1+ 1
A
| | | | | | | 3§ X | | | | | | | X
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Y Y
4 =f3(9€)
3}
A
21
11
| | | | | | | 3§ X
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Exercice 29: Soit f: F — F,g: F — Get h:G— H. Démontrer que (hog)o f=ho(go f).

Exercice 30: Soit f: R — R. Ecrire & l'aide de symboles logiques les propositions suivantes :
a) La fonction f est nulle.

b) La fonction f s’annule.

c) La fonction f n’est pas constante.

d) 2 n’est pas 'image d’un réel par f.

e) f prend toujours la méme valeur pour des nombres opposés.

f) Aucun réel positif n’est égal a son image.

Exercice 31: Ecrire les fonctions f; suivantes comme sommes (+), produits (x) et composées (o) des
fonctions identité, cosinus, k : R* — R, Vo € R*, k(x) = % et,et I:R—->R, VzeR, 1(x)=



Exercice 32: Soient les fonctions f et g définies sur R par f(z) = {

g(z) = 2* — 4.

fa(z) =

1

55(2) = em
fo(z) = cos(ngcQ

os(cos(x))

2

I~ COS

.TQ

a) Calculer f(1), f(-1), fog(1), fog(—=1),g0 f(1),g0 f(—1).

b) Déterminer g o f (z), f

Exercice 33: Montrer que la fonction définie par
os(x) + 4sin(x) . x?
e

Meéme question pour celles définies par T
ex

og(z), fof(x).

3+ 222

zlnzx

f7(x) = 2® cos(z + 2?)

fs(x)
22 cos() + cos(x))

sixz <0

. 1,
siz >0 ©

+ cos(10z) est bornée sur R.

cos(bz — 1).

Exercice 34: Soient f,¢g: R — R, on suppose que f et g sont monotones (c’est-a-dire soit croissante,
soit décroissante) que dire de la monotonie de f o g et de f+ g et de fg.

Semaine 5 :
Exercice 35:

203 +5x — 7
a) lim

z—+00 3x3—2x2+5
1
b) lim 2t +a+

T——00 2(133—|—£L' 4
2t + 322+
c) lim

a0 23 + 22 + 32’

d) lim (2% — x)Inz.

z—0t

e) lim e — 2% +In(w).
2 + a/x

T—>+00

Exercice 36: Calculer les limites suivantes :

a) i sin(x)
z—>0 2x + 3132

b) lim _sin'(z)
2=0 23 1In(1 4+ x)

(1 —e")sinz

C) ig% :EQ _S 333
sin(3x
d) }c—>0 2

¢) lim sin(2x)

f) lim zsin
T——+00

z—0 ln(l + SL’)

Calcul de Limites

l

h) 11—13100 x2+1"

Calculer les limites suivantes, on pourra discuter suivant les valeurs de a et b :

V=

2x

—e*

i) glgli% E—I—ln( x).

i) lim

ver—1-—1

T—2 T2 —

) hr+n Var+42r+3 -

Exercice 37: Calculer les limites suivantes :

' esin(a:) -1
lim
z—0 2x

11—
3 k) lim
g) lim B H30+27) ) T —7
e 4 a2 1) lim >
h) fim ) s g
T——+00 X
. sin (3sin(2z)) i In (C'OS(E)x))
z—0 X z—0 sin x2

Exercice 38: Calculer, si elles existent, les limites suivantes :(A chercher seul, les résultats sont

données a la fin.)

2x3 —3x247x
3z3+6x

Is= 1 VL
S_x—irfoo xﬁ+7

x2+e2m+e—x

lo= lim
T —+00

l4=1lim
z—0 x
. $2+€2I+eiz
ls= lim LT 6
z—r+00 z

z24e?r—1

li
lo= lim, z
l7= lim 2’ +e? —2e”
771—»4»00 z4
. In(e3®4-2x)
lg= lim ——
T —+400 x
. In(e3®+22)
lg=1lim ——=
z—0 T
. 522-3In(1+52)
lijp=lim ———~
z—0 €

522 —3In(14+5z)

l“:,}i‘}) 2sin(3z)

. Vai+l+vVz2+x
lig=_lim
T——400 z+
hae i z+sin(7x)
13_1_111100 z\/T+3x
hae i x+sin(7x)
14_1_114?00 z\/z+3x

x+sin(7x)
l15=lim

x—0 x\/>+3:13

; i In(1+3x)
16= 1% “sin(5z)
L= 1i In(1+3x)
1=, e Vat+22245
In(1+43x)
VI +2z2
. 3z+In(14x)
lig=1lim —————
=0 sin@

l1g= hm

. e —x—cos(z)
lopo= lim ———%——
r—4o00 x



. Ver—1 sin(3x2) 222 +1 42241 x 7\ s
= ve -2 . = S i 3 — i T2
l21 glmb T l2s= hmo (sin(3z))2 l29= zhrfoo xz—3 2z+1 l32 IETOO (2 + 3z )x
B In(143x) sin(2z) In(1+3sinz ; / V/ 2
P T s t26= Jimn, (2x+3x3 : lsg= lim TETF — _3336?21 faa=, I Vertomvetts
/ _ T T
lo3=lim SilrI;I)l lor—= lim (1 + l)x e lsa= lim eTFz—Ve2@ 412
z—0 \ | 27_x~>+oo T 131: lim (%(E+563T) Sin(e—?):c) T —+00
l i sin( ) =z z—++oo 1—a?
= m 1 _ 1 =&
#7 e m(2E) s =i, T fs=lim 1245

Semaine 6 : Dérivabilité

Exercice 39: A chercher seul, les résultats se trouve a la derniere page, a ne regarder qu’apres avoir
cherché 'exercice. Calculer les dérivées des fonctions définies par les expressions suivantes :

fl(a:)—a: —z+3 f5(x)2221+3 fo(z)=In(1+22?) fiz(z)=tanzx
fo(z)=€? fo(z)=a?e” fro(@)=(z+3)"

() =cos(20-+3) fr(a) = Fu1 (@) =(50+3)7 fut=eve
fa(@)=znz fs(w)=22 he(@)= 57 fis(z)= 2+1

Exercice 40: En utilisant la définition, calculer la dérivée des fonctions définies par les formules
suivantes.

a) f(xz) = mx + p en tout zy € R.

b) f(z) = /& en tout xy > 0. [ est-elle dérivable en 07

Exercice 41: Calculer les dérivées des fonctions suivantes, a est une constante réelle :

filz) = 2% fs(z) = In(1 + ) fio(x) = In(In(In(z)))
folz) = sin(x) fo(x) = sin(2° + ax) fii(z) =27

f2( ) 1 _|_<én2 n ) f7(l’) = 23013)9 f12(l’) = ax7 a € Ri
s\w) = cos(3z 4 a fs(x) = sin(cos(x)) 2 —sin [ 5
fa(@) = In(1 +27) folz) = exp(exp(3z)) Fal) (w%ﬁo

Exercice 42: Soit g : R — R une fonction dérivable. Calculer f! en fonction de ¢’ dans les cas suivants

g(z?)
g(@)* +1

Exercice 43: Soit f,g: R — R deux fonctions dérivables vérifiant :

file) = ga® +32); fale) = glag(e):  fole) = filw) = g(g(2*)g(x))

Ve e R, f'(x) =0< x € {0;4}

et Vo € R, g(z) = f(2* + 3z). En quels points la fonction ¢’ s’annule-t-elle ?

4x :
1
Exercice 44: Soit f la fonction définie par f(z) = { ée(ﬂf 2)(1+) Zi i i 1’

f est-elle dérivable en 17 Etudier les extrema de f.

Exercice 45: Soient les fonctions f et g définies par
(1 i 20 9 . (1 i 20
rsin|—| si x , résin | — ) si ,
flx) = x et g(z) = x
0 si x=0, 0 si x=0.
a) Montrer que f et g sont dérivables en tout point de R*, et calculer leur dérivée.

b) Etudier la dérivabilité de f et g en 0.
c) Comparer ¢'(0) et la limite de ¢’ en 0.



Exercice 46: Soient g et h deux fonctions dérivables en 0 et telles que g(0) = h(0) = 0 et h'(0) # 0,
montrer que
/
g@)_g0)
2 h(z) ~ ()

(cosz)—1
sinx

En déduire la limite en 0 de la fonction f définie par

Exercice 47: Soit f : I — J une fonction bijective dérivable telle que sa réciproque soit aussi
dérivable, montrer que Vz € I, f'(x) # 0 puis que

1

vyed, () (y) = W)

Exercice 48: En utilisant uniquement les formules donnant la dérivée d'un produit, d’'une composée

et la dérivée de la fonction x —» %, retrouver la formule de la dérivée d'un quotient : (%)/

Semaine 7 : Etude de fonctions

Exercice 49: Soit f la fonction définie par f(z) = (222 — z + 1)e®. Etudier le sens de variation,
les limites en oo de f, les extrema de f, ainsi que le sens de variation de sa dérivée. Représenter f
rapidement. (De méme étudier les extrema de g(x) = (222 + 3x)e™?)

1.2

Exercice 50: Soit la fonction f définie par f(x) = e 2
a) Etudier la parité de de f, ses variations, f est-elle bornée ?

b) Etudier les extrema de f.

c) Etudier le signe de la dérivée seconde de f, que peut-on en déduire pour la courbe représentative de

£7

Exercice 51: Soit f la fonction définie par la formule

a) Quel est 'ensemble de définition de f 7

b) Etudier les variations de f, les limites aux bornes de I’ensemble de définition de f.
c) Déterminer la tangente en (0,1) a la courbe représentative de f.

d) Etudier les asymptotes a la courbe représentative de f.

e) Représenter rapidement f.

203 + 22 — 1
x22—-1

sinx + cos x
Exercice 52: Soit f la fonction définie par la formule ST+ cos T

a) Ensemble de définition de f.

b) Montrer que f est périodique.

c) Comparer f(x) et f(x + m), que peut on en déduire pour la représentation graphique de f.
d) Etudier les variations de f. On pourra montrer que f’ (x) est du signe de cos(z).

e) Déterminer la tangente a la courbe en (0;1).

f) Représenter rapidement la fonction f.

cos? x

. : x
Exercice 53: Soit la formule T

a) Pour quels z a-t-elle un sens ? Elle définit alors une fonction f sur un intervalle I.
b) Etudier la parité de de f.

c) Calculer la dérivée de f sur I. f possede-t-elle une dérivée a gauche en 27

d) Etudier les variations de f. f est-elle bornée?

e) Déterminer les tangentes a la courbe représentative de f en (0; f(0) et en (2, f(2))7

Exercice 54: Soit f la fonction définie par

f<x>_{xalc si x>0,

0 s z=



a) f possede-t-elle une dérivée & droite en 07
b) Etudier les variations de f sur R*.
c) On pose g(z) =z f(x) et h(z) =2z +1—1Inx
1. Etudier les variations de h sur R
2. En déduire les variations de g.

3. Montrer que la courbe représentative de g ne possede pas d’asymptote au voisinage de +oc0.

Semaine 8 : Dérivées d’ordre supérieur. Développements li-
mités
Exercice 55: Soient f et g deux fonctions dont le développement limité a ’ordre 1 en 0 est donné par
f(x) =143z +ze1(x), g(x) =242+ xea(2).

Donner, sans utiliser les propositions du cours, des développements limités a I’ordre 1 en 0 des
fonctions suivantes

h=f+49, ho=fg, hs=[> ha=z+ f(5z), hs= fo(id xid)

Exercice 56: Pour chaque fonction f; calculer son développement limité en 0 a l'ordre n;.

e fi(x)=(1+2x)In(1+2x), ny =3. o fi(z)=e"In(1+32)v1+2x, ny=2.
o fo(x)=¢€"In(1+ x), ny = 3. o f5(x) = CO‘:‘#, ny = 3.
o falr) =, ng = 3. o folz) =20, s = 3.

Exercice 57: Déterminer, si elles existent, les limites suivantes a 1’aide de développements limités.

3sin(x) — x cos(x) — 2z e’ —cos(r) —x

ilgll) xd ilgtl) x —In(1+ x)
. 3 2 .2 : 2 2
lim z° = —sin— et lim x <ln(x +3)—2In .7:))
xr——+00 €T T r——+00

Exercice 58: Soit r >0,a € R, et f:Ja—r,a+r[— R.

a) Pour quels z, I'égalité g(x) = f(a + x) a-t-elle un sens ? On définit ¢ ainsi.

b) Montrer que si f est 3 fois dérivable alors g est 3 fois dérivable et écrire la formule de Taylor Young
pour la fonction g. Quelle formule peut-on en déduire pour f(a + x).

c) On dit que f possede un développement limité d’ordre 3 en a, si il existe ag, a1, as, a3 € R et

e :la—r,a+r[— R telle que

Vt €la —r,a+r], f(t) = a0+ ai(t —a) + ax(t — a)® + az(t — a)® + (t — a)’c(t)

avec lim, e = 0.
Montrer que si f est trois fois dérivable elle possede un DL3 en a.
d) Déterminer un DL;3 de la fonction In en 1.

Exercice 59: Soit f la fonction définie sur R par pour z # 0

fa) =T f0)=1

er —1

Montrer que f est dérivable en 0 et calculer sa dérivée en 0.

2
Exercice 60: Soit f la fonction définie pour x €]0; +o0|, par la formule 2* In (a: i )
x



a) Déterminer les limites aux extrémités de ’ensemble de définition.

b) Etudier les variations de f, on pourra calculer et factoriser f’(z) puis étudier la fonction définie
par I'un des termes de la factorisation.

c) Etudier la courbe au voisinage de 0 : limite, demi tangente ?

d) Montrer que C, la courbe représentative de f possede une asymptote oblique, étudier la position de
C par rapport a cette asymptote.

e) Représenter C.

Semaine 9 : Applications des développements limités

Exercice 61: Pour chaque fonction f; calculer son développement limité en 0 a l'ordre n;.

o filx)=In(1+z+2?), n =3 o fulx)= ln(fx +e7%), ng=4.

o fo(x) = sin(xe”), ng = 3. o f5(v) = fiif;)z, ns = 4.

e f3(x) =1In(1+ zcos(x)), n3=4. o fo(v)= hsll(ri(f;), neg = 2.
In(x)

Exercice 62: Calculer les développements limités suivants : f(z) = en 1 a lordre 2, g(z) =

2
sin(cos(x)) en 0 a l'ordre 2 et h(z) = cos(z) en g a l'ordre 6.

Exercice 63: Dans un examen récent, on demandait de donner le développement limité de la

fonction f(x) = e“*® & Pordre 2 en 0. Un étudiant a donné comme réponse

f(z) = g — 2? + 2%e(z).

Expliquer pourquoi le correcteur s’est immédiatement rendu compte que le résultat était faux. Expliquer
comment I’étudiant a trouvé ce résultat et pourquoi sa méthode ne marche pas! (Indication : attention
au DL de I'exponentielle).

Exercice 64: Déterminer, si elles existent, les limites suivantes a 1’aide de développements limités.

i 8 — cos(x)

(sin(x)) a?
—_— lim .
z—=0 1 — /1 — 22 z—0 x

Exercice 65: Soit f deux fois dérivable sur R. Déterminer, si elles existent, les limites suivantes :

S0+ () 26(h) Lo £20) = F(0) = B ()

h—0 h2 h—0 h2

Exercice 66: Soit h et f les fonctions définies par h(z) = e*+ 22—z et f(z) = In(e” 4+ 22 — z). Etudier
h, on pourra étre amené a calculer A”, montrer que h est positive. Quel est I'ensemble de définition de
f 7 Etudier les variations de f, étudier I'existence d’éventuelles asymptotes. Représenter f.

3 16
Exercice 67: Soit f la fonction définie sur R’ par la formule f(z) = 4/ ﬂ
T

a) Déterminer les limites aux extrémités de ’ensemble de définition.

b) Etudier les variations de f.

c) Déterminer le minimum de f.

d) Montrer que C, la courbe représentative de f possede deux asymptotes que 'on déterminera.
e) Déterminer la position de C, par rapport a 'asymptote oblique.

Exercice 68: Calculer les limites suivantes (A chercher seul, les résultats sont donnés a la fin.)

I — Jim Cosz—1 e 1 cos z—e3* el In(1+42x)—2sin(z) e i In(14+In(14x))—sinx
1=me 3= sin(2z) 5= 1M, 2 7= z sin(2z)

x2 €T r—+4o00

20 _1_ i | 1 32
. e 1-2x . 3x cos x—sin 3z — = _ o 2/3/°3 33
12:21310 l4::l1£b 3 lﬁ_all—r?() ) (cos:p € ) lg= lim 2?(¥z3+2— Vz3+1)



. 2In(cos(z))+sin(z?) L 3457\ 1 . 1 1 o
l9:£§% x4 l11_zl_1£]1 ( 2 )T hs :}mn x2 tan? x l15_zgrv{loo

_ sinzln(l+z?) . 38457\ 1 _ singy(—L 2e+1\3z _ (z43\ix
ho= iy P tanze ha= tim (55 ne=tim (55%) 7 ()™ = (55))e

Semaine 10 : Primitives

Exercice 69:
Calculer les primitives et intégrales suivantes :

’ ’ T5t3 41
Fl(x):/ th—2t +tdt Fy(x /—dt 13:/1 3tVt dt F4(g:):/ 7 dt

. oo z ) T At+ B
[5:/0t2+4dt FG(x)z/ R F7(x)=/tcos<t)dt FS(ZC)I/ oY

0 3 t t ’
Iy = /4 tant dt  Ip = /3 oS (§> sin <§> dt Fii(x) = / cos”(2t) sin(2t) dt
0 0

Exercice 70:
Calculer les primitives et intégrales suivantes :

1 x T
I = / te? dt Fy(z) = / (t? = 2)e2" dt Fy(z) = / ¢ sin(3t)dt
0

2 x VT
Iy = / Int dt Fy(z) = / e’ dt Iy = / % sin(3t%) dt
1 0

Exercice 71: Fonctions paires et impaires
a) Une fonction f: R — R est paire si, pour tout z, f(—x) = f(x). Montrer que si une fonction f est

paire et continue, alors pour tout a
a a
/ f(t) dt = 2/ f@t) dt
—a 0

On pourra commencer par etudler la fonction définie par H(a f f(t)
b) Calculez : f t2 dt, f w2 €08(t) dt, f_l [t]® dt.
c) Une fonction f: R — R est impaire si, pour tout z, f(—z) = —f(x). Montrer que si une fonction f

est impaire et continue, alors pour tout a,

/ ft) dt =
/4

puis calculez : [? 3 dt, J7rasin(t) dt, [7 sin g sin 2t dt, fﬂ/4 tan(t) dt.

d) Soit f une fonction continue telle que pour tout réel x, Lm f(t) dt = 0, montrer que f est impaire.

Semaine 11 : Changement de variables dans les intégrales

Exercice 72: Calculer les intégrales et les primitives suivantes. On pourra utiliser un changement de
variable.

4 1 x 1 x
I, = dt Fy(x) = — d¢ Fy(z)= [ tcos(2t®> +1) dt
= e R [ e Ae = [ e



1 4

2 3 dt z “V1+2Int 4

I, = F:(x) = X et +1 dt I :/ —— d¢ I :/ In(1++t) dt
. /0 RO / v o= [ T r= [ m(1+ve)

Exercice 73: On suppose qu'une fonction f continue sur [0, b] vérifie :
Ve e 0,8 f(b— 1) = f(x)

a) Quelle est la signification de cette relation pour la courbe représentative de f 7
b) Démontrer, a I’aide d’un changement de variable, la relation suivante :

/Obxf(:v) dz = g/obf(x) dz

c) En déduire la valeur de I'intégrale : foﬂ r sin® x dr

Exercice 74: A chercher seul, Calculer les intégrales suivantes.

jus
Ey=[f z(Inz)? dz Es=/,% (1+cosz)tanz dz

Eg:fol z/1—z dz

E3:fle In(x) de

T

2
E4:f07r cos+/z dz

_ 2 1
EG—f,l =573 dz

Semaine 12 : Fonctions trigonométriques réciproques

Exercice 75: Pour chacune des applications suivantes dire si elle est injective, surjective, bijective :

fi + 037 - R fs o [—3mam — [—1;1] fs o [=imam —  [-1;1]
t — cost t —  cost t — sintcost
fo v [Fmrl — [=131] fooo 07 = [=151] fo o RT = (0]
t —  cost t —  cost t l-i-%

Exercice 76: Soit f: F — Fetg: F — G.

1. Montrer que si f et g sont injectives alors g o f est injective.
Montrer que si f et g sont surjectives alors g o f est surjective.
Montrer que si g o f est injective alors f est injective.

Montrer que si g o f est surjective alors g est surjective.

Donner un exemple de fonctions telles que g o f est injective et g n’est pas injective.

SEREAN O

Donner un exemple de fonctions telles que g o f est surjective et f n’est pas surjective.
Exercice 77: Soit f: K —-F,g: F -G, h: F —-FE k:F — FE.
1. Montrer que si f o h = idg alors f est surjective.
2. Montrer que si ko f =idg alors f est injective.
3. Montrer que si foh =1idp et ko f = idg alors k = h.
Exercice 78: Montrer que pour tout € [—1, 1] on a cos (arcsin(z)) = v/1 — z2
Exercice 79: Calculer les primitives et intégrales suivantes (a # 0) :

T 1 1 T t 7 3 ;
Fi(x) = / ST dt Db :/ arctant dt Fy(z) = M dt Iy :/ vt dt
12 + g2 0 \/% 1 P

F5(x) :/ N dt Fs(x) :/ Vet —1dt Fr(x) :/ m dt

Exercice 80: Soit % la fonction définie sur R* par h(z) = arctan(2) + arctan .

a) Dériver h, en déduire une expression simplifiée de h(z) sur RY et sur R*




b) Déterminer un DL3 en 0 de la fonction arctangente.

c) Soit f la fonction définie sur R par f(z) = zarctan x, étudier les variations de f.

d) Montrer que la courbe représentative de f posséde une asymptote en +oo, on déterminera son
équation ainsi que la position de la courbe par rapport a cette asymptote.

1—a?
2x

Exercice 81: Dériver la fonction f définie sur R* par f(z) = arctan(-5) en déduire une expression

simplifiée de f(z).

Introduction aux primitives de fractions rationnelles

Exercice 82: Calculer en se ramenant a une arctangente

” 1 oot +1 x t
/ — _dt puis / 2L g en déduire / — dt
2+t+1 24+t+1 2+t+1

Exercice 83: Soient a,b, c¢,d quatre réels tq a # b, montrer qu’il existe un unique couple (c, 3) € R?
tels que

cx +d « I6;
VreR b =
v € R\ {a, b0}, (x —a)(z —b) x—a+$—b
Montrer ensuite que o = catd et B = cb+d
a—>b b—a . )
1 Tt +2 . 5t
En déduire / 2516 dt puis /0 71 dt

3 1
am o] 1 vz 1 1
Exercice 84: Montrer en posant u = cost que / p— dt = 3 / i + du
s S1n _
4

En déduire la valeur de l'intégrale.

Solutions des exercices corrigés

Solution de I'exercice 0 : F; = m Ey = 12, Es=ad* Ey=1+a* Es =a—0b; Eg = 1n4; BE; = a,
Eg = 3; By = —4; Eyg = §; By = % By = Va; E13 = —1; By = 4; Eis5 _62x+€ E16_€3I—€29”
Eiyr =5; Eig = 1; Fig = pg; By = (1 —ya)? =1 +a— 2y/a; Exyy = —\/%; Ex =1+ /4 E23 Zzig;

4

By = 5; Bos = a —1; Eys = \/a; By = 1; Epg = a47 By = ($); (E30)27; (E31)5; (Es2) — 53 (Es3) 2
solutions 3 et —3; (E34)3; (Fss) — 2; (Es6) — 4; (Es7) 2 solutions 1 et —4; (E3g) — 2; (Esg) 2 solutions 2
et —3; (Ey) 2 solutlons 3et —3; (E41) 2 solutions 0 et —5; (F42) Aucune solution; (F43)0 (on pourra
poser X = e%); (Ey4) 2 solutions 1 et —2;

Solution de l'exercice 38 : [} = , Iy = %, I3 = 4+00; Iy = +00; I5 = +00; lg = 2; I; = +o00; lg = 3;
lo =5; 110:—15;111:—5 112—2 113:0 la=0; ly5 %; 116—§ li7 = 05 l1g = 05 l19 = 4; o9 = +00;
l21—§7122—6 523—5 log = ;1252%, 126:%; log = €5 log = 1; a9 = 7; l30=%; l31 = 5; l32 = 2;
Is3 = 0; I3y = —00; I35 = %;

Solution de lexercice 39 : f(x) = 2z — 1; fi(z) = 3e3*; fi(x) = —2sin(2x + 3); filz) =1+ Inuz;
fi(z) = xz_ig 75 fo(@) = (2z+27)e”; s fr(z) = ;ﬁﬁga fe(z) = Hf:# folz) = sz, f1o( ) = T(z+3)%

fii(x) = 35(51’—1—3) fia(x) = (37+2> ; fi3(@) = Coscﬁ;gsglgn £ = cos2x7 fia(x) = xz flS(x) = (9522Tx1)

Solution de l’exer(nce 68 : [y —%; lho =2; 13 = —%; ly =3l = =2; lg =

19: 67lO \/ l12 5 l13—§’ 11426_%;115:%63;
Solution de 1exerC1ce 74 Ei=1(e*—1); EBy=+; E3=13; By =—4; (u=cosz) Es = 5 +In2;
Eg=—-24+1n64;
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